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0. INTRODUCTION 
L’OBJET principal de cet article est de decrire les injectifs de la cattgorie, notee %!, des A- 
modules instables en abrCg6 Q-injectifs, A designant I’algebre de Steenrod modulo un 
nombre premier fix& p. On connait deja les exemples uivants: 
-1es “modules de Brown-Gitler” J(n) injectifs par definition: Horn, (M, J(n)) 1 
HomFs (M”, E,,); 
-la cohomologie modulo p des p-groupes abtliens elementaires H * (B(Z/p)“‘; F,); 
-1es produits tensoriels H*(B(Z/p)‘“; 5,) 0 J(n). 
Notre resultat est que ce dernier exemple donne essentiellement tous les @-injectifs: nous 
montrons que tout @-injectif est isomorphe a une somme directe de A-modules instables de 
la forme L @ J(n), L designant un facteur direct indecomposable de H * (i&Z/p)“‘; lF,), m et n 
parcourant N. Pour un &non& plus p&is voir le paragraphe 3. L’historique de la question 
est le suivant. Dans [ 183, H. R. Miller remarque que les J(n), auparavant considerb comme 
les n - duaux, au sens de Spanier-Whitehead, de certains A-modules (stables) introduits par 
Brown et Gitler [3], admettent la caracterisation ci-dessus et que du meme coup les calculs 
effectues par G. Carlsson dans c63 impliquent que la cohomologie modulo 2 d’un 2-groupe 
abtlien Clementaire H *@(Z/2)‘“; lF,) est %!-injective; il montre aussi par les memes mtthodes 
que H * (B(Z/p)m; F,) est @-injectif (au moins pour m = 1, ce qui suffisait a son propos). Dans 
[ 163, S. Zarati et le premier auteur etudient les produits tensoriels de @-injectifs et montrent 
notamment que H *(B(Z/p)“; F,) @I J(n) est %-injectif. 
L’intCrCt des @-injectifs tient a ce que la a!-injectivite de la cohomologie modulo p dun 
espace X donne beaucoup d’informations sur l’ensemble [X, Y] des classes d’homotopie 
d’applications de X dans Y pour une large classe d’espaces Y (classe dont la taille varie en 
fonction d’autres proprietes de X). Rappelons que la %-injectivite de H * (B(E/p); F,,) joue un 
role essentiel dans la solution par Miller de la conjecture de Sullivan [18]. Les @-injectifs 
interviennent aussi, dans la conjecture de Segal pour les p-groupes abtliens llementaires 
[6], [16], [17], [26], [13], dans la solution de la conjecture de Sullivan “gtneraliste” donnee 
dans [13], et dans la thtorie des spectres de Brown-Gitler [18], [14], [9]. 
Voici le sommaire de l’article: 
$1. Definitions, notations, rappels. 
52. Exemples de @-injectifs. 
$3. EnoncC du risultat. 
$4. Generalites sur les @-injectifs. 
On s’y inspire sans vergogne de Bourbaki pour parvenir a un theoreme de structure abstrait 
qui ram&e la description des *-injectifs a celle des @-injectifs indecomposables. 
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$5. Determination des Q-injectifs indecomposables. 
$6. Applications. 
On y donne quatre applications de ce qui precede. La premiere, oti l’on revient sur 
l’etude du produit tensoriel de @-injectifs faite dans [16], et la troisieme, ou l’on Ctudie la 
representabilitt de certaines algebres de cohomologie par des espaces, ont des applications 
directes du theoreme de structure des @-injectifs. La deuxieme et la quatrieme applications 
s’appuient sur des resultats intermediaires Ctablis au paragraphe 5. La quatrieme est une 
caracterisation des A-modules instables “nilpotents” qui sera exploitee dans un travail 
ulterieur. La deuxieme st une “reciproque a la conjecture de Sullivan”, il s’agit de l’tnond 
suivant: 
Soit Y un espace point& connexe nilpotent avec H*( r; F,) de dimension finie en chaque 
degre. Les deux conditions suivantes ont Cquivalentes: 
(i) L’espace des applications point&es de SZ/p dans Y est contractile; 
(ii) le A-module instable H*( K IF,) est localement fini (le sous-A-module ngendre par 
tout Clement est fini). 
Nous remercions pour leur aide, Nicolas Bourbaki (qui a bien voulu nous communiquer 
certains de ses papiers secrets), Said Zarati (il est clair que cet article est la suite de [16]) et 
Michel Zisman (a qui nous devons une version preliminaire du lemme 5.4.1). 
1. DEFINITIONS, NOTATIONS, RAPPELS 
Dans toute la suite, A designera l’algebre de Steenrod modulo p. 
D@nition 1.1. Un A-module M est dit instable si, pour tout x dans M, on a: 
sq’x = 0, si i>lxl, pour p=2 
fPix=O, si 2i+e>Ixl, e=O,l, pour p>2, 
conditions oti 1x1 designe le degre de x (ceci entraine en particulier M” = 0 pour n < 0). La 
cohomologie modulo p d’un espace est un tel A-module et cet exemple est a l’origine de la 
definition ci-dessus. On designera par %! la categoric dont les objets sont les A-modules 
instables et les morphismes les applications A-lineaires de degre zero. La categoric %! est 
abelienne. 
TH~OR~ME 1.2 [21] (ooir aussi [16] pour p>2). Tout sowA-module d’un A-module 
instable de typeJini (ayant un nombrejni de gbnbrateurs comme A-module) est encore de type 
fi ni. 
En d’autres termes, la categoric %! est noetherienne ou plus exactement localement 
noetherienne suivant la terminologie de [S]. Rappelons qu’un A-module instable I est 
injectif si le foncteur Homg( -, I) de 4 vers la categoric des IF,-espaces vectoriels est exact g 
gauche. Autrement dit si pour tout @-diagramme: 
lr 
I 
dans lequel la premiere ligne est exacte, il existe g : N + I telle que g 0 i = f: Une demonstra- 
tion analogue a celle du theoreme 3.2 du chapitre I de [7] donne le critere d’injectivite ci- 
dessous dans lequel F(n) designe le A-module instable “librement engendrt par un gene- 
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rateur de degre n”, caracterise par l’isomorphisme fonctoriel Horn*** F (n), M) EM” [24]. 
LEMME 1.3. Pour qu’un A-module instable I soit injectif il faut et sufJit que pour tout n, 
tout sous-module M de F(n), et toute application f: M+I, il existe une extension de f a F(n). 
Le thboreme 1.2 et le lemme 1.3 entrainent: 
SCHOLIE 1.4. Toute somme directe, toute limite inductive@rante, de A-modules instables 
injectifs est un A-module instable injectif 
On dira qu’un A-module est graduellementJini s’il est de dimension finie en chaque degre 
(en tant que [F,-espace vectoriel). On prendra garde de ne pas confondre cette notion avec 
celle de A-module de type fini introduite dans le theoreme 1.2. Le lemme 1.3 et le fait que 
F(n) est graduellement fini entrainent: 
SCHOLIE 1.5. Toute limite projective jiltrante de A-modules instables injectifs graduelle- 
ment finis est un A-module instable injectif 
Dans la suite on abregera le plus souvent “A-module instable injectif” en ‘%-injectif”. 
2. EXEMPLES DE @-INJECTIFS 
On va introduire certains foncteurs contravariants de @ dans la catigorie des If,-espaces 
vectoriels. Ces foncteurs sont reprbentables car ils sont exacts a droite et transforment les 
sommes directes en produits [8] [16]. 11s ont par ailleurs exacts a gauche; les A-modules 
instables associts sont done, par definition, injectifs. 
2.1. Les modules de Brown-Gitler (181 
Soit n 20 un entier. Posons H,M = HomrI(M”, [F,);H, est done un foncteur contra- 
variant de % dans la categoric des [F,-espaces vectoriels. 
LEMME 2.1. Le foncteur H, est representable: il existe un A-module instable J(n), unique a 
isomorphisme prls, et une transformation naturelle de H, dans Homo( -, J(n)) qui est une 
equivalence. 
Par definition J(n) est injectif. L’existence des J(n) montre qu’il y a assez d’injectifs dans 
%: pour tout A-module instable, on a clairement une injection 
M 4 I-I “EJsIy J(n). 
n n 
On verifie que J(n) est fini. Nous aurons besoin ci-dessous de la notation suivante. Soit 13 un 
element de A; on note .8 l’application A-lineaire: J(n) -+ J(n - 101) induite par la transfor- 
mation naturelle: 
H,M + H,+,(M), xt+xog. 
2.2. Les ikloahles de Carlsson (61 1181. 
Soit i 2 0 un entier. Considtrons cette fois le foncteur qui a un A-module instable M 
associe le If,-espace vectoriel: 
Homr, (lim. ind. ( M 24.i, Sq2’.‘; q E N }, IF2 ), pour p = 2, 
Homrl( lim. ind. { M 24.i, PP’.‘; q E N }, [F;), pour p > 2. 
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Ce foncteur represente par la limite projective, que l’on note K(i), du systeme: 
{J(2q.i),.Sq2q-’ .‘;qEN), pourp=2 
(J(2pq.i),. P2P*-‘.i; qEN}), pour p > 2. 
Puisque le foncteur qu’il represente est exact, le A-module instable K(i) est injectif. Ceci 
rbulte aussi du Scholie 1.5. 
2.3. Les Modules K(i) @I J(n) [16]. 
PROPOSITION 2.3 [16]. Le A-module instable K(i) 0 J(n) est canoniquement isomorphe d la 
limite projective du systdme: 
(J(2q.1+n),.Sq2’~‘~i;q~N}, pourp=2 
{ J(2pq.i + n),. P2rqm’.i; qE N}, pour p > 2. 
Un argument analogue au precedent montre alors que K(i) 0 J(n) est *-injectif. 
Nous allons maintenant donner des exemples un peu plus subtils de a-injectifs. 
2.4. Les modules H*(Z?(z/p)“‘; IF,) @ J(n) (161. 
Posons H = H * @(z/p); [Fr) et ZY = Z7 * (B(Z/p);lF,). 
TH~ORBME 2.4.1 ([6] pour p = 2, [lS] pour p>2). Le A-module instable H est facteur 
direct dans @ K(i). 
i=l,...,p-1 
COROLLAIRE 2.4.2 [18]. Le A-module instable H est @-injectif 
COROLLAIRE 2.4.3 [16]. Le A-module instable H Q J(n) est @-injectif plus gtntralement 
H 6 Z est 9!‘-injectifpour tout %-injectifl. 
La deuxieme assertion rbulte de ce que tout II-injectif Z est facteur direct dans un 
produit fl J(n,). D one H 63 Z est facteur direct dans H 0 n J(n,)gn H @ J(n,) (car H est 
graduellement fini) qui est injectif. 
a a 
COROLLAIRE 2.4.4 [16]. Les A-modules instables H @m 63 J(n) sont a-injectifs pour tout 
entier m et tout entier n. 
3. ENONCE DU RESULTAT 
Considtrons l’ensemble des facteurs directs indtcomposables de H @‘“, me N (par 
convention H Orn = IF r pour m = 0), et choisissons un sous-ensemble 9 tel que chaque classe 
d’isomorphisme de ces facteurs ait dans _Y un representant et un seul. Nous pouvons 
tnoncer: 
THBOR~ME 3.1. Soit Z un @-injectif; il existe une unique famille de cardinaux 
(a&(L,n)EY X N telZe que: 
(La notation AI@” dtsigne la somme directe de a copies de M). 
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Remarque. Une somme directe de @-injectifs est %-injective d’aprhs le Scholie 1.4. 
Notons _Y,,, pour le sous-ensemble de 9 constituk par les A-modules instables qui se 
plongent dans H Orn mais non dans H atme l). La proposition suivante, due $ Harris et Kuhn 
[lo] (voir aussi [HS]), est condquence du thCor6me d’Adams-Gunawardena-Miller [l] 
[17] [25]: 
PROPOSITION 3.2. Zf y a une bzjection entre 2’,,, et un ensemble de reprCsentants de classes 
d’isomorphisme de F,-repkentations simples de GL,(F,). En particulier, 9, a pm-pm- ’ 
kl6ments. 
4. GENERALITES SUR LES ai-INJECTIFS 
Dans ce paragraphe, nous Cnoncons les rksultats gCnCraux sur les %-injectifs qui nous 
seront nkcessaires. Ces rCsultats ont extraits de [4]. Les dkmonstrations y sont donntes 
pour une cattgorie de modules sur un anneau, on vCrifie qu’elles ’ttendent mot pour mot i 
la cattgorie %!. On trouvera tgalement ces rksultats dans [8] (Chap. 2 et 4) htablis ous les 
hypothkes adtquates dans le contexte gtnkral des catigories abtliennes. 
CommenCons par rappeler la notion d’enveloppe injective: 
D.$nition 4.1. Soit M un A-module instable. Une enveloppe injective de M est un 
couple (I, i) oh I est @-injectif et i: M+Z une application A-lintaire telle qu’un sous-module 
P de Z est trivial si et seulement si i- ‘(P) l’est. La deuxikme condition implique en 
particulier que i est injective. 
THBORBME 4.2. Soit M un A-module instable; 
(a) M a des enveloppes injectives; 
(b) Si (I, i) et (J,j) sont deux enveloppes injectives de M, il existe un isomorphisme$Z+J 
tel que fi i = j. 
Un A-module est indkcomposable s’il ne peut s’kcrire comme somme directe de sous- 
modules non triviaux. On a la caractkisation suivante des %-injectifs indkomposables: 
PROPOSITION 4.3. Soit Z un %!-injectifnon trivial. Les conditions suivantes sont Cquival- 
entes: 
(i) Z est indbcomposable; 
(ii) le sous-module trivial de Z n’est pas intersection de deux sous-modules non triuiaux; 
(iii) Z est l’enveloppe injective de tous ses sous-modules non triviaux; 
(iv) End% (I) est un anneau local (pour tout tltment f, f ou Id-f est un isomorphisme). 
Notons que la condition (iii) de la proposition 4.3 mohtre que tout %-injectif in- 
dkomposable est l’enveloppe injective d’un module monogbne si bien qu’il existe un 
ensemble 9’ de reprtsentants pour les classes d’isomorphisme de @-injectifs indkcompos- 
ables. Nous pouvons Cnoncer le “thiortime de structure abstrait” suivant: 
TH~~ORBME 4.4. Soit Z un %-injects il existe une unique famille de cardinaux (aE)EEY tels 
que: 
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11 nous reste done a decrire les @-injectifs indecomposables, c’est ce que nous ferons dans 
le prochain paragraphe. Pour l’instant terminons ccl-ui-ci par trois illustrations de la 
proposition 4.3. Rappelons tout d’abord que le foncteur suspension C:%-& est defini par 
(XM)“=M”_‘, 0(Xx)=(- l)‘e’Xx 
8 designant un Clement de A et Xx l’element de CM correspondant a l’tlement x de M. 
LEMME 4.5 [18]. Le A-module instable J(n) est indecomposable et est l’enveloppe injective 
de WF,. 
Demonstration. L’anneau End,(J(n)) est isomorphe a IF,, et XT, se plonge dans J(n). 
LEMME 4.6. Pour tout L element de 3’ et tout entier n, le A-module instable L @ J(n) est 
indecomposable. Par ailleurs, L @ J(n) est isomorphe a L’ @J(n) si et seulement si L = L’ et 
n=n’. 
Demonstration. Pour montrer que LO J(n) est indecomposable, on procede par rC- 
currence sur n. Le cas n=O est trivial, on suppose done n2 1. On va utiliser le foncteur 
%:%Y--w% adjoint a droite du foncteur X (voir [16], X%M n’est rien d’autre que le plus grand 
sous-A-module instable de M qui soit une suspension; pour p = 2, c’est le sous-module de M 
forme des x tels que Sql”lx=O) et la formule c(L@ J(n))gL@ J(n- 1) (voir par exemple 
[16], Prop. 8.1.1.). Supposons LOJ(n)rZ’OI”. On en deduit ~(LOJ(n))r~ZI’@fk. Par 
hypothese de recurrence, cette decomposition est triviale. On conclut en observant que tout 
sous-module K de LO J(n) tel que XK est trivial est tgalement trivial. Pour verifier ce 
dernier point, on utilise le fait que LO J(n) possede une filtration finie, induite par la 
filtration par le degre de J(n), dont les quotients sont dks suspensions. De la m&me man&e, 
on dtmontre la deuxieme partie du lemme a l’aide des deux formules suivantes: 
-g”(L@J(n))zL 
-C”~(L@J(~))YZO pour q>n. 
Enfin nous aurons besoin du corollaire suivant de la proposition 4.3: 
COROLLAIRE 4.1. Soient I un a-injectif indecomposable et i une injection de I dans une 
somme directe @ M,. Alors pour un certain A la composee pr, 0 i est injective, pr, designant la 
1Eh 
projection sur le facteur M,. 
Demonstration. Soit x un Clement non nul de I, alors il existe un sous-ensemble fini A0 
de A tel que la projection de i(x) sur 
1E@*a Mk 
est nulle. D’apres 4.3 (ii), la composition de i 
et de la projection sur 
R 
+ M, est injective. S’etant rament a une somme finie, on conclut 
lo cl 
par une application ittrie de 4.3. (ii). 
5. DETERMINATION DES %!-INJECTIFS INDECOMPOSABLES 
Soit M un A-module instable, nous notons F(M) le sous-module engendre par les 
elements x tels que Ax est fini. Si M est Cgal a P(M), nous dirons que M est 1ocalementJini. 
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PROPOSITION 5.1. Soit M un A-module instable. Les conditions suivantes sont bquivalentes. 
(i) M est localementfini; 
(ii) Horn% (M, Z? @ N) = 0, pour tout A-module instable N; 
(iii) Horn* (M, l? @I J(n)) = 0, pour tout entier n 2 0. 
La condition (i) implique la condition (ii) a cause de la formule F(H @ N) = 0. Celle-ci est 
verifiee, pour N = [F,, plus generalement pour N concentre en un seul degrt, done pour N 
borne, et finalement pour N arbitraire car tout A-module instable est limite projective de 
modules born&s. Les conditions (ii) et (iii) sont Cquivalentes puisque tout A-module instable 
s’injecte dans un produit de J(n). L’implication (ii)*(i) est plus subtile nous renvoyons sa 
preuve en 5.4. Elle a pour corollaire: 
COROLLAIRE 5.2. I Soit M un A-module instable. Si F(M) est trivial, il existe un %!-injectif J 
tel que M se plonge duns I? Q J. 
Demonstration. Notons N le noyau de l’application naturelle: 
cp decrivant l’ensemble Horn% (M, Z? @ J(n)). Par construction, pour tout n, la restriction: 
Horn% (M, I? 0 J(n)) + Horn% (N, R @ J(n)) est triviale; puisque I;i @J(n) est @-injectif, elle 
est aussi surjective. Done Horn% (N, fi @ J(n)) = 0 et N = F(M) d’apres 5.1. 
Nous sommes maintenant en mesure de dtmontrer: 
TH~OR~ME 5.3. Soit I un 42-injectifindecomposable non trivial. 11 existe un unique couple 
(L, n) appurtenant a 2’ x iI tel que I est isomorphe d L @ J(n). 
Demonstration. 11 suffit de montrer qu’il existe des entiers m et n tels que I se plonge dans 
R o m 0 J(n) (par convention Z? am = F, pour m = 0). En effet, si l’on a un tel plongement, on 
ecrit R @m comme somme directe de facteurs indbcomposables, puis on applique le lem- 
me 4.6 et le corollaire 4.7. 
Si F(I) est non trivial, I est isomorphe a J(n) pour un certain entier n. En effet I contient 
alors un sous-module isomorphe a CT, et on applique 4.3(iii) et 4.5. Si F(I) est trivial I se 
plonge dans R@ J pour un certain @-injectif J d’apres le corollaire 5.2. Le theoreme 4.4 
montre que ce J est somme directe de facteurs indtcomposables et le corollaire 4.7 que I se 
plonge dans RQ I, avec I, @-injectif indecomposable. L’alternative prtcedente montre 
bien que I se plonge dans a @ m 0 J(n) p our certains entiers m et n. Sinon on pourrait 
construire une suite I, de ai-injectifs indecomposables non triviaux tels que I se plonge dans 
E7 @ k @ I, et I serait trivial puisque ZY @ Ir @Ik est nul en degre strictement inferieur a k. 
5.4. Fin de la Qmonstration de la proposition 5.1. 
Pour demontrer cette implication on introduit la condition suivante: 
(iv) Horn* (M, K(i) @ J(n)) = 0 pour tout i > 0 et tout n 2 0 
et on prouve (iv+(i) et (ii)-( 
5.4.1. L’implication (iv)=(i) est consequence du lemme ci-dessous et de la @-injectivite de 
K(i) @ J(n). 
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LEMME 5.4.1. Soit M un A-module instable monogdne. Si M est in$ni il existe des entiers i 
et n, avec i > 0, tels que Homa(M, K(i) 0 J(n)) est non trivial. 
Avant de demontrer le lemme ci-dessus rappelons quelques definitions. On note R: 
%-+a le foncteur adjoint a gauche du foncteur Z. 11 existe un foncteur a,: a--&! et une suite 
exacte naturelle: 
Voici les informations sur cette suite exacte dont nous aurons besoin: 
--en tant que IF,-espace vectoriel grad& @M est donne par: 
(@M)zp’k = MZk 
(QM)2pk+ 2 = M2“+’ 
PM) = 0 singO, (2p) 
--1 est l’application A-lintaire dkfinie par les formules: 
pour p=2 I(@x)=Sql”lx 
pour p > 2 @)x) = p’P’x ‘avec [xl= 2i + e, e=O, 1 
Ox dtsignant l’tltment de @M correspondant a l’eltment x de M (pour une explicitation de 
la structure de A-module de @M voir par exemple [16]). 
Dtmonstration du lemme 5.4.1. Soit n 2 0 le plus grand entier tel que R”M est infini; un tel 
n existe parce que RkM est nul pour k strictement plus grand que le degre dun gentrateur de 
M. On pose Q =R”M; par construction C2Q est fini. On reprend la description de CIQ donnee 
ci-dessus, on considtre a present 2 comme une application d.e Q dans lui-m&me (ne 
preservant plus le degrt) dont on note 1”, neN, les it&es. Soit {x~}~.~ une famille finie 
d’elements de Q dont les classes engendrent nQ comme F,-espace vectoriel, alors la famille 
~~%(B,n)& X N engendre Q comme If,-espace vectoriel. Pour que Q soit infini il doit exister 8 
tel que Px8 soit non nul pour tout n. On a done: 
-pour p = 2 lim. ind. { Q2’.i, Sqz’,i; qE N} # 0 
i designant le degre de x0 
-pour p > 2 lim. ind. (QW.1, I+‘.‘; qE N} # 0 
2i dtsignant le degrt de x0 ou celui de Ix, selon que le degri de x0 est pair ou impair. En 
dualisant on obtient: 
ou encore: 
Horn%% (Q, K(i)) # 0 
et enfin: 
Home (M, YK(i)) # 0 
Horn% (M, K(i) 0 J(n)) # 0 
puisque Z”K(i) E K(i) 0 C” IF, se plonge dans K(i) @I J(n). 
5.4.2. L’implication (ii)* decoule du lemme suivant: 
LEMME 5.4.2. Pour tout entier i>O, il existe une famille d’entiers {ai,,},,,EN_lO) et un 
plongement de A-modules: 
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Dkmonstration pour p = 2. 
Rappelons tout d’abord le formalisme du premier appendice de [ 163 auquel e lecteur est 
invite a se reporter en cas de besoin. On note fV [$I le sous-ensemble de Q forme des 
rationnels i de la forme h/24, hE N, qE N. On &end la definition des modules de Carlsson K(i) 
donnee au paragraphe 2 pour i parcourant N en posant K(h/24) = K(h); cette definition est 
coherente parce que K(h) et K(2h) coincident. 11 est commode de considtrer la famille des A- 
modules instables {K(i))ieNC+j, que l’on note K(.), comme un objet (N x N [+I)-gradd. Enfin 
les transformations naturelles: H,@ H,+H,+,, m, nEN, induisent des applications A- 
lineaires: K(i) 0 K(j)+K(i +j), i, Jo N [$I, qui munissent K( .) dun produit. Avec ce forma- 
lisme la structure des K(i) s’exprime de la facon suivante: 
-K( .) est une F, - algebre (kJ x N [$I)- graduee, associative commutative t unitaire, 
librement engendree par des generateurs xk, kZ, de bidegre (1,2“): 
K(.)zF2[xk; kd] 
-la structure de A-module de K(.) est determike par la formule: 
Sq’x,=(x,_,)2 
et la A-linearit& du produit: K( .) 0 K( .)+K( .). On pose K = @ K(i) (ce qui est une facon 
d’oublier le deuxieme degre de K( .)). On note h:K + H l’uni&%pplication d’algebres telle 
que h(xk) = u, u dtsignant le generateur de H’; ce qui precede montre que h est A-lineaire. On 
note gk: K(2k)+R, kZ, l’application induite par h, l’application gk n’est pas autre chose 
qu’une “copie” de “l’application de Carlsson” go qui joue un role essentiel dans la preuve de 
2.4.1. L’algibre K(.) posstde Cgalement un coproduit A:K(.)-rK(.)@ K( .) qui en fait une 
algebre de Hopf (fV x N [+I)-graduee; A est determine par 
Ax,=x,@1+1@x,. 
Nous oublions maintenant la structure d’algtbre de K( .) et nous allons utiliser par contre sa 
structure de 5,-coalgebre coassociative t counitaire (K(.) est aussi cocommutative mais 
nous n’en aurons pas besoin). Nous utiliserons aussi le fait que A est A-lineaire. 





Considerons ensuite l’application y du coideal de coaugmentation de K( .), note K( .), dans 
L(.), definie par: 
-y preserve le bidegre 
--y: K(2k)+fi s’identifie a l’application de 
L’application y se relive de man&e unique 
Carlsson gk. 
en une application de IF, - coalgebres (N 
x NC+])-graduees 9: K(.)+M(.), M(.)= {M(i)}i,NCf, designant la coalgbbre colibre (au sens 
non cocommutatif!) coengendree par L(.). On a par definition un isomorphisme de IF,- 
espaces vectoriels (N x kJ [+I)-grad&: 
MC.) = mtpo 4.)@” 
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ou encore des isomorphismes de If,-espaces vectoriels N-grad&s: 
&f(i)= @ (flBm)Qai.m 
mt0 
a,,,, designant le nombre (fini) de m-uples (k,, k,, . . . , k,) d’eltments de Z tels que 2k1 + 2k2 
+ . . . + 2km = i. On observera que dans la formule ci-dessus on peut remplacer la somme 
directe par un produit, car en un degre donne seul un nombre fini de termes de la somme 
sont non triviaux. La A-lintarite de l’application de Carlsson et du coproduit A implique 
celle de l’application j? X(i)-mFo (H - 8m hi, m. Pour achever la demonstration du lemme il ) 
reste a monter que f est injective. Ceci resulte de la proposition 3.9 de [20] que l’on applique 
en oubliant le deuxitme degrt. En effet par construction y^ est injective sur les elements 
primitifs de K(.), c’est a dire sur les elements de la forme (xk)*‘. 
Dimonstration pour p > 2. 
On utilise la methode du “passage par % ’ ” employee a plusieurs reprises dans [ 161 [25] 
[26]. On note &’ la sous-categoric pleine de % dont les objets sont les A-modules instables 
concentres en degre pair; on note 0: % ‘-+% le foncteur oubli. Le module @M introduit en 
5.4.1 est concentre en degrt pair si bien qu’il existe un unique foncteur ‘-I’:@-&’ tel que 
CI, = 0oY. On note 5: %-&Y, ‘%: %‘-+a les adjoints a droite de Loet Y (voir C1612.3); zet 
9 sont exacts a droite et commutent aux produits. Dtfinissons comme en 2.1 et 2.2 des 
objets de a’, J’(n) et K’(i) par les formules Home( -, J’(n)) = If, (si bien que J’(n) = 0 pour n 
impair) et K’(i)=lim.proj.{ J’(2pq.i), .P2pq-‘~i; HEN}; nous avons done: 
K’(i)=gK(i), K(i)=+K’(i). 
Soit maintenant B le sous-A-module de fi forme des elements de degre pair, nous avons de 
mtme: 
P=gR, A=?‘P 
(voir [ 161 A.1.2) et plus gtneralement: 
pour tout m>O (voir [16] 88, voir aussi [26]). En remplacant formellement 2 par p dans la 
demonstration precedente on montre qu’il existe une famille d’entiers (ai,m)mPN_iO) et un 
plongement (dans la categoric ‘%‘); 
K’(i) cj n (pom)Qoi.m. 
m 
On obtient le lemme pour p>2 en appliquant \?I a ce plongement. 
6. APPLICATIONS. 
Avant de donner nos applications il nous faut introduire un peu de terminologie. 
6.1. Un peu de terminologie concernant les A-algibres t A-modules instables. 
6.1.1. A-algdbres instables. 
La cohomologie modulo p d’un espace possede une structure plus riche que celle de A- 
module instable: c’est une A-algebre instable unitaire. Rappelons qu’une A-algtbre instable 
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unitaire est la donnte d’un A-module instable M et d’applications cp: M 0 M -+ M, 
4: F, + M, telle que 
(X. 1) cp et q font de M une 5,-algbbre grad&e (associative) commutative unitaire; 
(T.2) cp est A-lintaire; 
(X. 3) 1’Cltvation ti la puissance plme dans M est reliCe ti la structure de A-module par 
les formules: 
X&S+ quand p=2 
xP,plxlPx quand p > 2 si 1x1 est pair. 
Les A-algkbres instables unitaires sont les objets d’une catigorie que nous notons Xx. 
On dksigne par 2 la catkgorie des A-alghbres instables non rkcessairement unitaires. 11 
est g noter que cette catkgorie est iquivalente d celle des A- algkbres instables unitaires 
augmentkes par le foncteur idCal d’augmentation que nous notons: M -yy, n?. On dit qu’une 
A-algtibre instable unitaire est connexe si l’unitk: F, + M est un isomorphisme n degrt: z&o, 
une telle algkbre est canoniquement augmentke. Soit M un A-module instable, la suspension 
de M munie du produit trivial est un objet de 3. On notera encore X:%-+2 le foncteur 
ainsi dtfini. 
6.1.2. A-modules instables nilpotents et rdduits. 
La condition (X.3) ci-dessus est A l’origine de la terminologie introduite ci-dessous. On 
dira qu’un A-module instable M est nilpotent dans la situation suivante: 
*uand p=2, si pour tout Gment x de M il existe un entier n tel que 
s9 2"lXl sq2"-'IxI . . . Sql"lx=O. 
-quand p > 2, si pour toit klkment de degrC pair x de M il existe un entier n tel que 
pP"lxlI2 pP”-‘lxl/2 . . . pl~l/2x=o~ 
En d’autres termes M est nilpotent si Homg(M, K(i)) est nul pour tout entier i 2 0. La 
suspension d’un A-module instable est un exemple de nilpotent. Plus gkkalement M est 
nilpotent si et seulement s’il est limite inductive de A-module instables qui posskdent une 
filtration finie dont les quotients sont des suspensions. On dira qu’un A-module instable M 
est rtduit s’il ne contient pas de sous-module nilpotent non trivial (pour p = 2 ceci signifie 
que l’application: xt-+SqlXl x est injective). D’aprts ce qui prictde M est rtduit si et 
seulement si Horn% (ZAJ, M) est nul pour tout A-module instable N, c’est g dire si ZM = 0. 
6.2. Produit tensoriel de Q-Injectifs. 
Nous commenqons par “specialiser” le thborkme de structure des a!-injectifs. 
THBOR~ME 6.2.1. Soit I un @-injectif rkduit, il existe une unique famille de cardinaux 
(ah9 telle que: 
I@ L@Q 
L 
D&monstration. On utilise, le thkorkme 3.1, la formule z(L 0 J(n)) 1 L @ J(n - l), et le 
fait que le foncteur 2 commute aux sommes directes ([16] B.4.2). 
COROLLAIRE 6.2.2. Soit I un %-injectifriduit graduellementjni, il existe une uniquefamille 
d’entiers (aL)LEy telle que: 
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DCmonstration. Pour qu’une somme directe @ E, d’espaces vectoriels grad& soit 
AeA 
graduellement finie il faut et il suffit que chaque E, soit graduellement fini et qu’en un degre 
don& seul un nombre fini de E, soient non nuls (ce qui entrame que le monomorphisme 
naturel: @ EA-+ fl E, est un isomorphisme). On doit done se convaincre que les elements 
deh laA 
L de 9 non nul en un degre m sont en nombre fini. Tout L est facteur dirdect dans Z? @ q 
pour un certain q est si L est non nul en degre m on a forcement q_<m. Or le nombre des 
classes d’isomorphisme de facteurs directs de Z?@q non nul en degre m est major6 par la 
dimension de fi Oq en degre m. 
THCORBME 6.2.3. Soit K un A-module instable. Les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) K est Q-injectifrrtduit; 
(ii) pour tout @-injectif I le produit tensoriel K @I I est encore @-injectif; 
(iii) K 0 J(d) est @-injectif pour 0 <d I 2p - 2. 
D6monstration. Remarquons tout d’abord que puisque K coincide avec K ~$3 J(0) l’on 
peut supposer K @-injectif dans l’enonce ci-dessus. L’implication (i)*(ii) resulte, des 
theoremes 3.1 et 6.2.1, et du fait que le produit tensoriel L, @L, de deux elements de 9 est 
une somme directe (finie) d’tlements de9. Signalons que cette implication est demontree 
dans [16] sous l’hypothbe K ou I graduellement fini qui se revele done superfetatoire. 
L’implication (ii)*(iii) est triviale. L’implication (iii)*(i) est consequence, de la remarque 
preliminaire, du thtorbme 3.1, et du lemme suivant: 
LEMME 6.2.4. Soient L un Gment de Zet n un entier >O. I1 existe un entier d, avec 
1 I d I 2p - 2, te[ que la dimension injective de L @I J(n) @ J(d) est 1 (par dimension injective on 
entend la longueur minimale d’une rhsolution injective duns la cathgorie 43). 
Dtmonstration duns le cas p=2. 
Supposons d’abord n impair, n= 2k- 1, k2 1. La dimension injective de LB J(2k- 1) 
0 J(l)= L@(ZJ(2k- 1)) est 1. En effet cet A-module instable possede une resolution 
injective de la forme (voir Cl63 3.2.3.1): 
et n, qui designe le produit tensoriel de l’identite de L et de l’application .Sq’: J(2k)+J(k), 
n’admet pas de section puisque l’application %(rr) est nulle et que le module z(L C3 J(k)) ne 
l’est pas. Supposons maintenant n pair, n = 2k, k 2 1. On consider-e alors une suite exacte de 
la forme: 
ou n dtsigne le produit tensoriel de l’identite de L et de l’application (.Sqk+ ‘) @ (.Sqk!: 
J(2k+2)@ J(2k+ l)-+J(k+ 1). On conclut par le mtme argument que prectdemment 
en employant cette fois le foncteur 5’. 
Demonstration duns le cas p > 2. 
On utilise les isomorphismes CJ(k- 1)~ J(k), kg0 ou 2 (2~) (voir Cl63 3.2.3.2); pour se 
ramener a etudier la dimension injective de L @ J(n) @ J(d) avec d = 1,2 et n + d c 0, 2 (2~). 
La fin de la demonstration est analogue a celle du cas p=2. 
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Remarque. Le thkor&me 6.2.3 et le corollaire 6.2.2 permettent de dkterminer les A- 
modules instables graduellement finis K tels que le foncteur: Q-+%!, adjoint g gauche 
du produit tensoriel par K, est exact (voir [13]). 11 s’agit des modules de la forme: 
9” @% = g LOa,y 
les uL dksignant des entiers. 
6.3. Rkiproque ic la conjecture de Sullivan 
Soient X et Y deux espaces (resp. espaces point&s). Par espace, on entend ensemble 
simplicial (fibrant si ntcessaire). On note hom(X, Y) (resp. hom,(X, Y)) l’espace des appli- 
cations pointtes) de X dans Y. 
THBOR~ME 6.3.1. Soit Y un espace pointk connexe nilpotent avec H * (Y; F,,) graduellement 
jini. Les deux conditions suivantes sont tquivalentes: 
(i) L’espace hom,(BZ/p, Y) est contractile; 
(ii) le A-module instable H * (E IF,) est localement jini. 
H. R. Miller montre dans [18] que hom,(BZ/p, Y) est contractile si H * (Y, F,) est born& 
affirmant ainsi une conjecture de D. Sullivan. L’implication (ii)*(i) est une variante de ce 
rksultat qui est prouvke dans [ 151 (voir aussi [ 131). L’objet de ce paragraphe st de donner 
une dtmonstration de la rkciproque. La proposition 5.1 en est un ingredient essentiel. 
On note T: 92-42 le foncteur adjoint A gauche du foncteur: @-+a’, M-H 0 M (voir 
[13]); on note i: M+ TM l’application naturelle induite par l’augmentation de H. La 
proposition 5.1 peut &tre reformulte ainsi: 
PROPOSITION 6.3.2. Soit M un A-module instable. Les conditions suivantes sont kqui- 
valentes: 
(i) M est localement$ni; 
(ii) l’application i : M-+ TM est un isomorphisme. 
La dkmonstration du thCor&me 6.3.1 passe en fait par celle du thkorkme plus g&k-al que 
voici : 
TH~ORBME 6.3.3. Soient Y un espace point& connexe nilpotent avec H* (Y; IF,) graduelle- 
ment jini et n un entier. Les conditions suivantes sont kquivalentes: 
(i) l’espace hom,(BZ/p, Y) est n-connexe; 
(ii) l’application i: H * (Y; FP)+ TH * (Y; IF,) est un isomorphisme en degrt infkrieur ou kgal 
li n. 
Dtmonstration. On reprend la stratkgie de [18]. Soit ? le F,-complttk au sens de 
Bousfield-Kan de l’espace Y, la, F,-complktion: Y + ? induit une kquivalence d’homotopie: 
hom,(BZ/p, Y)+hom,(BZ/p, Y) ([18], thCor&me 1.5). Par construction, hom,(BZ/p, r) est 
l’espace total d’un espace cosimplicial dont on considkre la suite spectrale d’homotopie [2]. 
Son terme E, est dtcrit dans [4]: 
E”i’= Ext> (H*( r; F,), Z’ I?*(BZ/p;IF,)). 
Voici la version algkbrique du thCor&me 6.3.3: 
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PROPOSITION 6.3.4. Soient M une A-algebre instable unitaire connexe et n un entier. Les 
trois conditions suivantes sont bquivalentes: 
(i) Ext>(M, FE?)=0 pour O<t--s<n; 
(ii) Hom~((M,Z’I?)=O pour Oltln; 
(iii) Papplication i: M-TM est un isomorphisme en degre inferieur ou dgal d n. 
Demonstration. (i)*(ii). Trivial. 
(ii)=+iii). Avant de dtmontrer cette implication, rappelons que le foncteur T “commute aux 
produits tensoriels” ce que entraine que TM est aussi une A-algebre instable unitaire ([ 131, 
thtoreme 3.2.1 et proposition 3.4); l’application i: M + TM est un X-morphisme. D’aprts le 
thtoreme A.2.2 de [ 171, Horns (M, I?) = 0 implique Horn% (M, I?) = 0, en d’autres termes 
TM est connexe. D’autre part Horns (M, Z’ fi) = Horn% (QM, E:’ I?) pour t 2 1, QM dbig- 
nant le module des indecomposables de M c’est-a-dire le conoyau du produit M @I M + M . 
On a done Horn% (QM, 2 fi) = 0 pour 0 <t I n, or on a le lemme facile suivant: 
LEMME 6.3.5. Soient N un A-module instable et n un entier. Les conditions suivantes sont 
equivalentes: 
(i) Hom~(N,Ffi)=O pour O<tln; 
(ii) l’application i:N+TN est un isomorphisme en degre inferieur ou egal a n. 
On sait done que TM est connexe et que i:QM-+TQM est un isomorphisme en degre 
I n, ou encore, puisque T commute aux produits tensoriels, que Qi:QM+QTM est un 
isomorphisme en degrt I n. Ceci montre que i: M -P TM est surjective en degre 5 n et done 
que (iii) est verifiee. En effet, i posdde une retraction r: TM+M induite par l’unite de H. 
(iii)+(i). On munit TM de l’augmentation don&e par la composition: TM LM + IF,,; 
i:M+TM est alors un morphisme de A-algebres instables unitaires augmentees. La 
“formule d’adjonction pour les Ext” du paragraphe 6 de [ 131 implique: 
Ext> (M, C’H)=ker(i*: Ext> (TM,C’Fp)+Ext$ (M, C’F,)). 
L’implication (iii)+(i) est consequence de la proposition suivante dont la demonstration est 
“routine”. 
PROPOSITION 6.3.6. Soit f: M-+M’ un morphisme de 2 avec M et M’ connexes; on 
suppose qu’il existe un entier n tel que f est un isomorphisme en degre <n et un mono- 
morphisme en degrt n + 1. Alors, Papplication induite par f: 
Ext> (M’, IZ:’ lF,)-+Ext; (M, E’ IF,,) 
est un isomorphisme pour t -s I n et un epimorphisme pour t-s = n + 1. 
Fin de la dkmonstration du thdoreme 6.3.3. Le cas n=O est exceptionel, on utilise la 
bijection [ 131: 
[&Z/p, f] z Horny (H * (Y; F,), H * (LIZ/p, E,) 
et on remarque que [BZ/p, f], est trivial si et seulement si [BZ/p, ?] l’est ([ ,] (resp. [ ,I*) 
designe l’ensemble des classes d’homotopie d’applications (resp. applications pointees)). Le 
cas general se fait par recurrence sur n a l’aide de la proposition 6.3.4 et de la suite spectrale 
de Bousfield-Kan. 
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Remarque. Soient Y un espace point& connexe nilpotent avec H * ( Y, F,) graduellement 
fini et n un entier; soit 2 la composante du point base de l’espace de lacets RY. Le 
thCor&me 6.3.3 montre que si l’application i : H * (Y, IF,)+ TH * ( Y; FP) est un isomorphisme 
en degrk infkrieur ou Cgal g n alors i : H * (Z; lFP)+ TH * (Z; IF,) est un isomorphisme n degrt 
infkrieur ou tgal g n - 1. Pour une dkmonstration directe de ce rksultat et une alternative g la 
preuve de 6.3.3 on renvoie d [23]. 
6.4. Reprksentabilith de certaines A-algtbres instables. 
Notre seconde application homotopique concerne la reprksentabilitk de certaines A- 
algkbres instables par des espaces. 
TH~OR~ME 6.4. Soit K un @-injectif r&it&, connexe (c’est d dire nul en degrk z&o) et 
graduellement Jini. I1 existe un espace point& X tel que: 
(a) fl* (X; 5,) g Z,K en tant qu’objet de 2; 
(b) H*(X;Z[l/p])gO; 
(c) X est l-connexe; 
(d) X est rttracte de la suspension d’un espace; 
(e) pour tout espace point& Y, connexe nilpotent avec H*( Y, FP) graduellement Jinie, 
I’application naturelle: 
[X, Y],+Hom$((H*(Y;IF,), fi*(X;[F,)) 
est surjectiue. En owe les conditions (a) (b) ( c caractbrisent un tel X ci homotopie prds. ) 
D&monstration. D’aprks 6.2.2 on peut supposer que K est un facteur direct (indk- 
composable) de H * (BV; IF,) pour un certain p-groupe abtlien klkmentaire V. Dans ce cas 
une construction classique (voir par exemple [lo] ou [19]) montre qu’il existe un espace X 
ktracte de ZBV satisfaisant i (a) (et aussi bien sOr i (b) (c) et (d) !). 11 reste $ vkrifier (e). 
A cette fin on utilise la suite spectrale de Bousfield-Kan convergeant vers l’homotopie de 
l’espace horn, (BV, Y) (voir le paragraphe 6.3). Puisque les termes E:“, s>O, sont triviaux 
(voir [13] 96) le groupe x1 hom,(BV, Y) se surjecte sur 
Comme X est rktracte de CBV on obtient (e). Considtrons maintenant un espace X’ 
satisfaisant g (a) et (c). 11 existe une application de l’espace X prkckdemment construit vers 
X’ qui rkalise l’isomorphisme a * (X’; [F,,) z E? * (X; [F,). L’unicitC homotopique en dkoule. 
Remarque. P. Goerss et le premier auteur ont gkntra1is.C cerksultat [9]. Les points (a) (b) 
et (c) sont encore vrais sans supposer K rkduit; les points (d), (e) et l’unicitk homotopique 
restent en suspens. La dkmonstration originale utilisait le thkorkme 3.1, celle publike ne 
dkpend plus que de considkrations tltmentaires sur les suites spectrales d’Eilenberg-Moore 
et de Serre. 
6.5. Caracthrisation des A-modules instables nilpotents. 
Voici maintenant une application du lemme 5.4.2. Soit V un p-groupe abklien 
Clkmentaire, on pose H* V= H* (BV, IF,). 
THBOR~ME 6.5.1. Soit M un A-module instable. Les deux conditions suivantes sent 
tquivalentes: 
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(i) M est nilpotent; 
(ii) Horn& (M, H * V) = 0 pour tout p-groupe abdlien kldmentaire V. 
Ddmonstration. L’implication (i)*(ii) rtsulte de ce que H * V est rkduit (ceci est tvident 
pour p = 2, pour p> 2 voir par exemple [16], corollaire 8.1.2). La rkiproque est consd- 
quence du lemme 5.4.2. On montre dans [13] que le thtorbme 6.5.1 implique: 
COROLLAIRE 6.5.2. Soient p: M + M’ un homomorphisme de A-algdbres instables unitaires, 
alors les conditions suivantes sont iquivalentes: 
(i) le morphisme de If,-algdbres grad&es commutatives unitaires sous-jacent d p est un F- 
isomorphisme (au sens de Quillen [22]).; 
(ii) le noyau et le conoyau du a-morphisme sous-jacent d p sont des A-modules instables 
nilpotents; 
(iii) p induit un isomorphisme: Home(M’, H * V)+Hom*(M, H * V) pour tout p-groupe 
ab6Eien tlCmentaire V; 
(iv) p induit une bijection: HomX(M’, H* V)+Hom,(M, H* V) pour tout p-groupe 
abklien tldmentaire V. 
Remarque. Le thbortime ci-dessus est l’un des outils essentiels de l’ktude de la cattgorie 
quotient %/Mie qui est faite dans [ll], Jlr;e dtsignant la sous-cattgorie pleine de %! dont 
les objets sont les A-modules instables nilpotents. La mCme remarque vaut pour la catkgorie 
X/Jlr;& obtenue en inversant les F-isomorphismes. 
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